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Chapitre 1 


Series numeriques 


1.1 Definitions et premieres proprietes 

Definition 1.1. 

1) On appelle serie a termes dans K = (R ou C) tout couple (( u n ) n , (S n ) n ) forme 
d'une suite (u n ) d‘ elements de IK et de la state (S n ) definie par 

n 

Sn = Yh U k 

fc = 0 

u n est appele le terme general de la serie et S n est la somme partielle d'ordre n. On ecrira 
formellement Y u n ou lieu de (( u n ) n , (S n ) n ). 

2) La serie ^ u n converge, ou est convergente, si et seulement si ( S n ) est convergente 

+ 00 

et S = lim S n est appelee la somme de la serie £ u n . On note alors S = £ u n . 

n 

La serie diverge (ou est divergente) si die ne converge pas. 

Proposition 1.2 (Condition necessaire). Si la serie ffu n converge alors u n — > 0 
quand n — > +oo. 

Preuve : Ceci resulte du fait que 

— S n Syi — \ ^ S S — 0 


ou S n = u k- □ 

k<n 

Exemples 1.3. 

1. La serie Y l '■ 

n> 1 

Pour n assez grand, on a bien In (n) > ln(2). Alors, si on note par m la partie 


3 
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entiere de m = E(^), on obtient m < < m + 1 done mln(2) < 

ln(n). En appliquant e x qui est unefonction croissante, on voit que 

2 m < n. 


Par suite 


s « = Ei>E 


k = 1 


Jt=l 


Or 


1 r 1 lx r 1 lx 

Efc - 1 + o + ^ + z) + ^ + '" + «) + ••• + 


k = 1 


'3 4 ' 


8 


1 1 , 

L . . . J ' 

2??;— 1 ^ 2 m ' 


1 

2 


1 

4 


1 

8 


>l + -+ 2- ; + 4- - + -- -+ 2 m_1 — = 1 + - — > oo 
— ~ ^ 2 m 2 


Par consequent S n > 1 + y. II en resulte done que la serie Y, \ diverge. 


Resultat fondamental : La serie Y \ est divergente. 


2. Serie geometrique Y a n : 

n> 0 

La suite des sommes partielles est donnee par S n = 1 + a + • • • + a n . Alors, on a 

Sj 2 _|_2 = 1 A a A ■ ■ ■ 4" = 1-1 “ a(1 -|- • • • 4" a ns ) = 1 4" aS^. 

D'autre part, on a a n+1 = S n+ \ — S„ et done 

a n - |_i = 1 + aS n — Sj; = 1 + (a — 1)S„. 


Si \a\ 7^ 1 on a S n = 1 ef s'en suit alors que S n diverge si \a\ > 1 et 

converge si \a\ <1. Dans ce dernier cas on a S n — > Enfin, la serie diverge si 
a = ±1. En effet pour a = 1, il est clair que S n = n — > +oo. Pour a = —1, le 
terme general a n = (—1)” ne tend pas vers zero et done la serie diverge d'apres la 
condition necessaire de convergence des series numeriques. 

Resultat fondamental : 



+ 00 

La serie Y a n converge si et seulement si \a\ 

< 1 et sa somme est Y 

n> 0 

17=0 
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Definition 1.4. Soit E u n line serie convergente. On appelle reste d'ordre n de cette serie 
la quantite R n donnee par 

00 

R n = u k- 

k=n+l 


On a alors 

00 

S = u k = S n + R n - 

k = 0 


Proposition 1.5. Le reste d’ordre n d'une serie convergente Y^u n tend vers 0, lorsque 
n — > 0. 

P renve : En effet 

00 

R n = Yj U k~ S >' = S~ S n > 0. □ 

k = 0 


Proposition 1.6. Soient E u n et Y^v n deux series convergentes. Alors E(w n + Av n ) 
converge pour tout A e R. 

Preuve : II suffit de passer aux suites partielles. □ 

Proposition 1.7. On designe par Ihi n (resp. $ su n ) la partie reele (resp. immaginaire) de 
u n . Alors, on a 


Y^u„ converge <=> 


LKu n 
E Alin 


converge 


Proposition 1.8. Soient E u n et E^n deux series convergentes telles que u n < v n . Alors 


00 00 

E u n < £ V n 
m =0 n =0 


1.2 Series a termes dans JR + 

Lemme 1.9. Soit E u n une serie a termes positifs, u n > 0. Alors E «n converge si et 
seulement si la suite des sommes partielles est majoree, c'est-d-dire 3M > 0 tel que 

S n = E u k < M, Vn. 

fc =0 
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Preuve : La serie X 11 n converge si et seulement si (par definition) la suite (S n )„ 
converge. Mais comme (S n ) n est croissante, puisque u n > 0, on sait que (S n ) n 
converge si et seulement si elle est majoree. □ 

Theoreme 1.10 (Criteres de convergence). Soient les deux series £ u n et £ v n . Alors 
on a 

1. Si 0 < u n < v n , alors on a ffv n converge =>■ converge et diverge 
=>■ £ v n diverge. 

2. Si u n = 0(v n ) avec u n > 0 et v n > 0, alors J^v n converge => converge. 

3. Si u n ~ v n pour n — > +oo et v n > 0, alors J2u n et )fv n sont de meme nature 

4. Regie — > 0 : S'il existe tx > l tel que n a u n — > 0 alors ^ u n converge. 

5. Regie de Cauchy : Soit u n > 0 telle que {Jun — >• l, alors £ u n converge si l < 1 
et diverge si l > 1. 

6. Regie de D'Alembert : Soit u n > 0 telle que — > l, alors J^u n converge si 

l <1 et diverge si l > 1. 

Mise en garde : Le cas l = 1 dans les regies de Cauchy et D'Alembert est un 
casqu'il conviendrait d'etudier a part dans chaque cas. 

Exemple 1.11 (Exemple fondamental : Serie de Riemann). 


On considere la serie £ X avec a e 1R. 

• Si tx < 0 alors £ diverge car ^ 0. 

• Si a = 1 alors la serie 1 diverge (voir Exemples \l.3\ . 

• Si 0 < tx < 1, on a bien \ < X est done la serie ^ X diverge d'apres (1) du 
theoreme precedent. 

• Si tx > 1, alors on a 


1 f n dt _ 1 


— ) 

n a Jn- 1 t a tx - 1 v (n - l)*- 1 n a ~ lJ 


et done 


N 


1 1 


N 


y — < — t y 

n* tx — 1 ^ 


n — 1 


1 i , _ i i i 

\a-l «u- 1 / — /v _ 1 ' Ma-1 ' ~ 


a — 1 v (n — l) a_1 a — 1 v N a_1 a — 1" 


N 


II en resulte alors que £ X converge puisque la suite S^r = L ^ est majoree. 


n = 1 


Resultat fondamental : La serie X X ! & C IR, converge si et seulement si tx > 1. 
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Exemples 1.12. 


1. u n 


l 2n e- 2n 

n 


Par la regie de D'Alembert, on a 


R-n+l 

ll n 


2 2(n+l) e -2(n+l) 


11 + 1 
22ng—2n 
Tl 




< 1. 


, 'y2n p —2n 

Done — est convergente. 

On pent utiliser aussi la regie de Cauchy. 

2- “» = (m)" 1 2 = (i + s)"" 2 - 

Par la regie de Cauchy, on a 



(i+V” 

n 




< 1. 


Alors £( 


n 

n + 1 


converge. 


3. SoitUn = {^) n2 ;a eR+ 

Par la regie de Cauchy, on a \ju n 


( 1+ ^) 


n 


a 


n 



n 


• \fun — > 0 si a < 1 

• \/Un — > \ < 1 si a = 1 

• — > +oo si a > 1 

Par suite, la serie J^(u n = ) ; fl G 1R + , converge si et seulement si a < 1. 


4. Soit u n = an ln(l + 1) — b cos ^ + csin i. 
On sait que 


1111 1 
ln(l + — ) = - - A + A + o(4) 
n n In 2 3n 3 n 3 

1 11 

cos - = 1 - — + o(^) 

n In 2 v n 2 ’ 


. 1 

sm — = 
n 
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II en resulte que 



• Si a 7^ b alors u n — > a — b ^ 0, et done E«n diverge. 

• a = betc^j alors u n ~ et done E u n diverge d'apres (3) dn theoreme 

precedent (puisque E \ diverge). 

• Si a — b, c — — I et | ^ 0, alors u n ~ a.^, done E u n converge. 

• Si a = b, c = — j et | + | = 0, alors u n = o(^), doncY5 u n converge. 


5. U n = 


= /c 


sm ,T 
0 1+x 2 


dx. 


Pour tout x G [0,f] C [0, 7r] on a 


1 + 7T- 


5 < 


1+X 2 


< 1. D'oii, 


sm(x ) 
1 + x 2 


< sinfxl 


car sin(x) > 0 pour x G [0, re]. On en deduit, 


fn 7T TZ 

0 < u n < / smdx = 1 — cos — ~ 


.10 


n n / 


Done E u n converge. 

Definition 1.13. La serie E u n est dite absolument convergente si la serie a termes posi- 
tifs 52 \ u n \ converge. 

Proposition 1.14. Si la serie 52 u n est absolument convergente, alors 52 u n converge 


n n 

Preuve : Posons S n = E u k et Tn = E \ u k\r on a 

k = o k = o 

| Sn+p S„| = \u n+ i + • • • + U n +p\ + |Mn+l| + ' ' ' + \Un+p\ = Tn+p T n . 

Mais (T„) converge par hypothese, done ( T n ) est de Cauchy. II en resulte que (S n ) 
est aussi de Cauchy, et done converge. □ 
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1.3 Series alternees 

Definition 1.15. La serie £ u n est dite alternee si et seulement si pour tout ft £ IN, on a 
u n = (~l) n \u n \ OU U n = — ( — l) n |u„|. 

Theoreme 1.16. Soit ^ u n une serie alternee. Si la suite (\u n \) n decroit et \u n \ — > 0, 
alors £ u n converge. 

Preuve : Supposons que u n = (— l) n \u n \, on a alors 

Slp+2 ~ $2 p = U2p+l + U2p+2 = ~\ u 2p+l \ + \ u 2p+l\ < 0 


et 


S2p+3 ~ S2p+1 = u 2p+3 + U2p+2 = “ |«2p+3| + \ u 2p+l\ > 0. 


De plus 

$2p+l S 2 p — U2p-\-\ r 0. 

Ainsi, les deux suites extraites (S 2 p)p et (S 2 p+i)p sont adjacentes et done S 2 p et 
S 2 p+i ont meme limite. Ceci montre que (S n ) n converge. □ 


Exemples 1.17. 


/ 1 \n 

1. On considere la serie £ n J avec a G IR. 

( — l) n 

• Si a < 0, alors P-J- — ^ 0 et done la serie diverge. 

( — l) n 

• Si 0 < a < 1, alors £ J converge d’apres le theoreme precedent. 

( — l) n ( — l) n 

• Si ci > 1, alors £ ■ n J converge absolument et done £ v converge. 

2. Soit u n = prp[((—l) n n + a) ; a £ 1R. 

La serie n'est pas absolument convergente, car \ u n \ ~ \et done 'jP \ u n \ ne converge 
pas. Pourtant, la serie £ u n est convergente. En effet, on a 


u n 


(-!)"» , = 

ft 2 + 1 ft 2 + 1 


oil v n = est une suite alternee \o- Done d'apres le theoreme precedent 

YjV u converge. Comme £ w n est aussi convergente (car ~ pp), on conclut 
alors que la serie £ u n est convergente. 



Chapitre 2 

Suites et Serie de fonctions 


2.1 Rappels 

Soit K = R ou C et A C R. On note par $(A, K) l'espace vectoriel sur I< 
des fonctions de A dans K, J(A,K) = {/ : A — > K}. On dit que / G 5(A,K) est 
bornee si et seulement s'il existe une constante M > 0 tel que 

\f(x)\ < M, Vx G A. 

On note par Q3(A,K) le sous espace vectoriel de 5'(A, I<) constitue des fonctions 
bornees, 

®(A,K) = {/ G $(A, K), f borne} . 

Par £( A, K) on designe l'ensemble des fonctions continues de A dans K. C'est un 
sous espace vectoriel de ^(A, K). Enfin, on definit la norme 

| I/I |oo = sup \f(x)\. 
xeA 


Theoreme 2.1. Soit A — I — [a,b\ avec a,b G R et a < b. Alors, tonte fonction 
continue sur [ a,b \ est bornee. De plus, il existe X\,X 2 G [a,b\ tels que inf f(x) = 

xe[a,b] 

f(x i) et sup f(x) = f(x 2 ), 

xE [a,b] 


f(x i) < f(x) < f{x 2)Vx G [a,b], 

Theoreme 2.2 (T.A.F). Soit f G ^(A,K) une fonction derivable. On suppose de plus 
que | f'(x) | < M, Vx G A. Alors, on a 

\f(x) — f(y)\ < M\x — y\, Vx,y G A. 
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2.2 Suites de fonctions 

Definition 2.3. 

1. On dit que la suite de fonctions ( f„)„ converge simplement sur A vers lafonction 
f si pour tout x e A, la suite numerique (f n (x)) n converge vers f(x). 

2. On dit que (f n )n converge uniformement sur A vers f et on ecrit f n si 
sup | f n {x) —f(x) | convergevers 0. Cela signifie que la suite numerique ( \\f n — f\\ OQ ) n 
xeA 

converge vers 0. 

unif. 

Propriety 2.4. Si f n — ->■ f, alors f n — > f simplement. 

Remarque pratique : Pour montrer que /„ — /, on etudie |/ M (x) — f(x) \ . On essaie 
de majorer | (fn(x)) — f(x)\ par une quantite u n independante de x telle que u n > 0. 

Exemples 2.5. 

1. Soit ( f n {x )) = 

Pour x = 0 on a f n ( 0) — > 0. 

Si x 7 ^ 0 on a f n (x) — > x. 

Alors, la suite de fonctions ( f n ) n converge simplement sur 1R vers lafoncion f(x) = 
x. De plus, on a 

| fn(x) f (x) | = 2 < | X | . 

1 + nx z 

• Si |x| < 4 =, alors |/„(x) — /(x) | < 4=. 

• Du fait que < 1 on deduit que 1 ”^|. 2 < II s'ensuit alors que si 

x I > 4= on a 

1 — V” 


Par suite 


fn(x)-f{x) 


m 

1 + rzx 2 


< 


1 

nix 



1 

sup |/„ (x) - /(x) I < —/= — > 0. 
xeR V« 


Alors, la suite de fonctions ( f n ) n converge aussi uniformement sur R vers lafonc- 
tion f(x) = x. 
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2. On considere la suite defonctions f n (x) = ln(l + f ). 

II est claire que cette suite converge simplement vers 0 sur R + car 

X 

fn(x) ~ — quandn — > +oo. 

Mais, elle ne converge pas uniformement sur 1R + . En effet, pour tout n G W* fixe, 
on a 

sup | fn(x) — 0| = sup \fn(x)\ = +oo. 

X6R+ X6R+ 

Toutefois, elle converge uniformement vers 0 sur tout intervalle [0, a] ferme borne 
de R + ; en effet pour tout x G [0 ,a\, on a \f n (x)\ < ln(l + et done 

sup \f n {x)\ < ln(l + — ) n - — 5" 0. 

xe[0 ,a] n 


Theoreme 2.6. Soit f n : I — > R avec I = [ a,b ]. On suppose que f n — > / uniforme- 
ment sur I. 

1. Si les f n sont continues sur I, il en est de rnerne de f. 

2. Si les f n sont integrables alors f est integrable et 

rb rb 

lim / f n (x)dx = / f(x)dx. 

n J a J a 


3. On definit F n (x) = f* f n (t)dt et F(x) = f * f(t)dt. Alors 


F n 


unif. 


sur [a, b]. 


P reuve : On a 


|F„(x)-F(x)| = | f \fn(t) - f(t))dt\ 

J a 

< / \fn(t) - f{t)\dt 

J a 

— II fn /| |oo|x a | 

F n (x)-F(x ) I < — >0. 


Par suite 


□ 
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Remarque et Exemple 2.7. On consider e la suite desfonctions 


fn(x) = 


\ six e [ 0 , n\ 

0 sinon 


On a bien 


r MW if. 

fn > 0/ 


r+oo 

/ fn(t)dt — 1-^0. 

JO 


Theoreme 2.8. Le theoreme precedent n'est plus vrai si I n'est pas un intervalle ferine 
borne. Soit f n : [a, b] — » R line suite defonctions verfiant 

i) II existe a e [a,b\ tel que f n (a) ^ ]r 

fn ♦ g- 

Alors ( f n )n converge uniformement vers unefonction f qui est la primitive de g prenant 
la valeur l au point a, et on a f = g. 

Preuve : Pour tout x fixe, on a 


fn(x) = /„(«.) + [ fh(t)dt. 
J Oi 


Alors, par passage a la limite on obtient 


lim/ H (x) = l + f g(t)dt. 
n Ja 


Si on pose f(x) = l + f* g(t)dt, alors | \f n — f\ 
precedent. En effet, posons 


n — >+oo 


0 d'apres le theoreme 


F n (x) = / fn(t)dt = f n (x ) -/«(«) 

J a. 


et F(x) = f* g(t)dt. On a done d'apres le theoreme precedent F n — > F unifor- 
mement sur [a, b}. C'est a dire puisque / n (a) — > l : 


fn(x ) — » / + [ g(t)dt = f(x), 
J Oi 


ou / est la primitive de g qui prend la valeur l au point x = ol. 
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2.3 Series de fonctions 

Definition 2.9. 

1. On appelle serie de fonctions un couple de deux suites ( f n ) n et ( S n ) n avec S n = 
Y f k ,onla note Yfn- 

k<n 

2 - Yfn converge simplement sur A si la suite (S n ) n converge simplement sur A, 
c'est-d-dire si et seulement si pour tout x e Ala serie numerique Yfn (x) converge. 
Lafonction x i — > Y fk( x ) est appelee reste de la serie Yfn- 

k>n 

+oo 

On note par £ f n la somme de la serie YLfn, i- e - lafonction f definie par 
n= 0 


+ 00 +00 

( E/»)( x ) = E /»(*)• 


n = 0 


n= 0 


3. La serie Y!fn converge uniformement sur A si et seulement si la suite de fonctions 
( S n ) n converge uniformement sur A : Autrement dit s'il existe une fonction S : 
A — > R telle que 

sup | s n (x) — s(x)| — > n 0. 
xeA 

4. La serie YLfn converge absolument sur A si la serie £ | f„ \ converge simplement sur 
A. 

5. On dit que la serie de fonctions Y^fn converge normalement sur A si et seulement 
si la serie Y \ \fn \ |oo converge dans R + , avec 

\\f\\oo SU P\fn(x)\. 

xeA 


Theoreme 2.10. 

1. Si la serie Yfn converge normalement, alors Yfn converge uniformement, et done 
Lfn converge simplement. 

2. La serie Yfn converge normalement si et seulement s'il existe une serie Y u n & 
termes positifs et convergente telle que 

\fn(x) \ < u n , Vx, Vn. 


Exemples 2.11. 
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1. Soit f n (x ) = sin 
On a 

\M x )\ < 

La sa serie numerique £ ^ converge. Alors YLfn converge normalement d'apres 2) 
dn theoreme precedent. 

2. Soit fn(x) = nx 2 e~ x ^ n sur R + . 

La serie Yhfn converge simplement mais pas normalement sur R + . En effet, pour 
tout nfixe, on a 

f„(x) = nx( 2 — X\Zn)e~ x ^ n . 

Le tableau de variation de lafonction f n (x) montre que 

2 4 

|IMI°o = /„ ( ^) = 

Par suite la serie numerique \ \f n \\oo diverge et done Ylfn we converge pas norma- 
lement sur R + . 

• Pourtant, pour un reel a > 0 et un entier N > 0 tel que -J= < a, on a bien 

sup x>a \fn(x)\ = /«(«) = na 2 e~ a ^ n 

et done on a la convergence normale de la serie Ylfn sur tout [a, +oo[; a > 0. 

• Notons aussi que comme H/hII^ = \ 0 alors la serie £ f n ne converge 

pas uniformement sur R + = [0, +oo[. Mais, elle converge uniformement sur tout 
[a, +oo [; a > 0. 

Theoreme 2.12. Soit Ylfn une serie defonctions definies sur I = [a, b\. On suppose que 
Yjfn converge uniformement sur [a, b] et que les f n sont continues. Alors 

i) Lafonction f = Ylfn cst continue. 

ii) La serie £( f n (t)dt ) converge et on a 

[ (Efn(x))dx = Y^([ fn(x)dx). 

J a J a 

Theoreme 2.13. Soit f n une suite defonctions de classe C 1 verifiant 
i) Yhfn converge simplement 
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ii) Yjf'n converge uniformement. 
Alors, on a 

a . Ylfn converge uniformement. 

b. f = Yjfn es t de classe C 1 . 

C- f = (Lfn)' = Lfh- 



Chapitre 3 
Serie entieres 


3.1 Definition et premiere proprietes 

Definition 3.1. Une serie entiere est une serie defonctions f n oil f n (z ) = a n z n , autre- 
ment dit ce sont les series de la forme 

J^a n z n , a n G C. 

Lemme 3.2 (d'Abel). S'il existe p G € tel que Wnp n \ converge, alors pour tout z G C 
tel que |z| < \p\,la serie J^a n z n est absolument convergente. 

Definition 3.3 (theoreme). Soit J^a n z n une serie entiere. Alors, il existe R G [0, +oo] 
tel que 

i) Size C tel que |z| < R, alors £ a n z n converge. 

ii) Si z d C tel que |z| > R, alors £ a n z n diverge. 

R est appele rayon de convergence de la serie entiere £ a n z n . 

Exemple 3.4. 

- La serie )fz n est de rayon de convergence R = 1, et elle diverge pour tout z G C 
tel que |z| = 1. 

- La serie £ ^ est de rayon de convergence R = 1, et converge pour tout z G C tel 
que |z| = 1. 

Proposition 3.5 (Regie de D'Alembert). Si lim \ = l G [0, +oo], alors le rayon 

de convergence de la serie entiere £ a n z n est 



avec les conventions ^ = +oo et ^ = 0. 


17 
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Proposition 3.6. Soit la serie entiere J^a n x n . Alors la serie entiere derivee na n x n 1 

n> 1 

a le meme rayon de convergence que la serie £ a n x n . 

Theoreme 3.7. 

1. £ a n x n converge normalement sur tout intervalle ferine borne contenu dans 
]-R,R[=Ir 

2. Lafonction S(x) = J^a n x n est continue sur Ir 

3. S(x) est de classe C°° sur Ir et on a pour tout k e N, 


ft! 


s “ )( * ) = , 5 (»-*)' 




n—k 


3.2 Developpement en serie entiere 

Definition 3.8. On dit qu'une fonction f est developpable en serie entiere s'il existe une 
serie entiere £ a n x n de rayon de convergence R tel que 

f(x ) = x e I c] — R,R[, 

et on a f est de classe C°° sur I et 


a n 


n o) 

ft! 


Proposition 3.9. Sz / est developpable en serie entiere avec f(x) = )fa n x n , alors 

i) Si f est pair, alors « 2 p+i = 0. 

ii) Si f est impair, alors « 2 p = 0. 

Proposition 3.10. Soit /:/=]— a,a[ — > C une fonction de classe C°°. Alors f est 
developpable en serie entiere, (DES(O)), si et seulement s'il existe a tel que 0 < oc < a et 
des constantes A > 0 et B > 0 verifiant 

Vx, —ol<x<oc, on a \f n (x)\ < B.A n n\. 

Proposition 3.11. Soit /:/=]— a,a [ — > R une fonction de classe C°° deformule de 
Taylor avc reste integral 


» /W(0) k 
fix) = E + 

k = 0 


k\ 


( x — ty 

ft! 


f( n+1 \t)dt. 
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Alors f est developpable en serie entiere si et settlement s'il existe ; 0 < /l < cc tel que 

R n (f)(x) := f(x) - £ ■ l°K k — > 0, Vx e] - p,p[. 
k = 0 K ‘ 


Preuve : II est clair que si / est developpable en serie entiere alors R n (f ) (x) — > 0 
sur ] — R, +R[. Reciproquement, si R n (/) (x) — > 0 sur ] — ft, j6[, alors 


n 


E 


f {k) ( 0)jt 


}(x) - R„(J)(x ) 


f(x)- 


De plus la serie 


n f (9 f 0) lr 

£ —nJ- L x K est de rayon de convergence R >/5>0. 

fc =0 


□ 


Exemples 3.12. 


2. Soil e x = £ fr- 


fc =0 


On a 


Alors 


n x k 


e —— 7 . 77 


TT + 


(x — t)' 


(■ x-t) n j 


I o n! 


e dt 


k\ Jo n\ 

< max(l,e x ) 
= max(l,e x ) 
= max(l,r* 


e l dt. 


r x (x - ty 
lo n! 


■rff 


,0 ( u )n 


dn 


x 


n + 1 


(n + 1)! 


II en resulte que pour tout x £ Ron a 


(x~t) n j 


Jo n\ 


e l dt 


n - 3? 0. 


Par suite, pour tout x G Ron a 


E 

k = 0 


/ k ^°\ x k = y _ R„ (/)(*) ’LJ? y( x ) 


Jc! 
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CHAPITRE3. SERIES ENTIERES 


FSR / SMP(S4) 


Enfin, Y ^y^x k est de rayon de convergence egale a 


a +oo. 


k = 0 


00 

2- = E 

k = 0 

3. Soit f(x) = cos(x). 


, A (— f x (x - t) n 

cos <*) = E (2k)! + J 0 — cos ( f ) rff 


k = 0 


(x — ty 


Jo n\ 


cos [t)dt 


< 


r "--du 

I o n\ 


\x 


n + 1 1 


(n + 1)! 


4. ln(l — x) = £ t- 

71—0 

Propriety 3.13 (Operations). Soient f et g deux fonctions DES(O) avec f(x) = J^a n x n 
et g(x) = Y b n x n . Alors 

i) f + g est DES(O) et on a f + g = Yj{ a n + b n )x n . 

ii) f x g est DES(O) et on a f x g = Y c n x n avec 

n 

Cn — Xj ^k^n—k- 
k = 0 


iii) f est DES(O) et on a f = Y na n x n 1 . 

n = 1 

iv) /(*) esi DSE(O). 

v) Les primitives de f sont aussi DES(O). 



